
Úloha £. 2 - Difrakce a difraktivní struktury

1 Úvod
Tato úloha navazuje na úlohu £. 2 Difrakce sv¥telného zá°ení Základního praktika z optiky a opto-
elektroniky. Úkolem difrak£ní úlohy je zjistit stav vlnového pole v libovolném bod¥ za p°ekáºkou.
V p°edcházející úloze se difrakce uvaºovala z hlediska místa pozorování. Prostor byl rozd¥len na
tzv. pozorovací zóny, ve kterých se pouºívají ur£ité aproximace, aby bylo moºné proces difrakce
°e²it. V blízké zón¥ se pouºívá tzv. Fresnelovo p°iblíºení, které klade podmínku na velikost ob-
jektu vzhledem k vlnové délce sv¥tla. Ve vzdálené zón¥ (tzv. Fraunhoferov¥ zón¥) pak krom¥ jiº
zmín¥né podmínky platí omezení na velikost objektu vzhledem ke vzdálenosti k místu pozorování
(spln¥ní podmínky se posuzuje tzv. Fresnelovým £íslem NF , pro n¥º v p°iblíºení vzdáleného pole
platí NF < 1/2 ). Difrak£ní obrazec ve vzdálené zón¥ sv·j chrakter jiº nem¥ní, m¥ní se pouze
jeho m¥°ítko.

Jinou moºností °e²ení difrak£ní úlohy je p°ístup fourierovské optiky. Jedná se o skalární inte-
grální metodu, která pracuje se systémem rovinných vln ²í°ících se volným prostorem. Výsledné
pole je pak úm¥rné Fourierov¥ transformaci pole t¥sn¥ za transparentem. Budeme-li na popsa-
nou úlohu nahlíºet z jiného sm¥ru, tak difrakce nám vlastn¥ dává moºnost realizovat opticky
Fourierovu transformaci objektu, na kterém dochází k difrakci. Z t¥chto uvedených d·vod· má
Fourierova transformace zásadní význam v teorii difrakce a pouºívá se pro analýzu struktur nejen
v optické oblasti, ale i v oblasti rentgenového nebo neutronového zá°ení.

Optická Fourierova transformace
M¥jme dvourozm¥rnou funkci t(x, y) v praxi realizovanou tenkým transparentem umíst¥ným v
po£átku osy z. Prochází-li rovinná vlna s jednotkovou amplitudou tímto transparentem, dochází
na n¥m k difrakci a pro²lá vlna je sou£tem rovinných vln rozptýlených do r·zných sm¥r·, které
odpovídají prostorovým frekvencím funkce transparentu. Funkci tenkého transparentu zapsanou
jako superpozici harmonických funkcí lze matematicky vyjád°it jako Fourierovu transformaci

t(x, y) =
∫ ∞∫

−∞
T (ξη), exp [−i2π(ξx + ηy)]dξdη, (1)

kde ξ, η jsou prostorové frekvence harmonických funkcí, které dále souvisí s úhly ²í°ení rovinných
vln a vlnou délkou sv¥tla vztahy sinΘx = λξ a sinΘy = λη. Projde-li rovinná vlna s jednotkovou
amlitudou tímto tenkých transparentem, je jím modulována a je vyjád°ena jako superpozice
rovinných vln s prostorovými frekvencemi stejnými s transparentem

a(x, y, z) =
∫ ∞∫

−∞
T (ξη), exp [−i2π(ξx + ηy)] exp(−ikzz)dξdη (2)

s komplexními obálkami T (ξ, η), kde kz = 2π(1/λ2 − ξ2 − η2)1/2. Rovinné vlny ²í°ící se od
transparentu volným prostorem se navzájem p°ekrývají (mají nekone£nou rozlohu) a je nutné
najít zp·sob odd¥lení t¥chto vln, abychom mohli získat spektrum prostorových frekvencí transpa-
rentu. V dostate£n¥ velké vzdálenosti platí, ºe v kaºdém bod¥ ve výstupní rovin¥ p°ispívá pouze
jediná rovinná vlna, takºe jednotlivé komponenty se nakonec separují p°irozeným zp·sobem.
Prakti£t¥j²í zp·sob spo£ívá v pouºití spojné £o£ky, která sfokuzuje kaºdou rovinnou vlnu do
jiného bodu v kone£nu.
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Fourierova transformace v dalekém poli
Pokud je vzdálenost ²í°ení d dostate£n¥ dlouhá, je p°ísp¥vek difrak£ního pole v bod¥ (x, y)
výstupní roviny jediná rovinná vlna se sm¥rem ur£eným úhly Θx ≈ x/d a Θy ≈ y/d vzhledem k
optické ose. Výsledné pole je pak moºné psát jako

a(x, y, d) ≈ i

λd
exp

[
−i

k

d
(x2 + y2

]
T

( x

λd
,

y

λd

)
, (3)

kde T (ξ, η) je Fourierova transformace transparentu a v rovnici byla provedena provedena para-
xiální substituce prostorových frekvencí

ξ =
x

λd
, η =

y

λd
. (4)

Toto tvrzení platí pouze za p°edpokladu Fraunhoferova p°iblíºení. To znamená, ºe p°i odvození
musí být provedena paraxiální aproximace a velikost objektu musí být malá vzhledem ke vzdále-
nosti výstupní roviny (Fresnelovo £íslo NF < 1/2). Pak je ze vztahu (3) vid¥t, ºe pole ve vzdálené
zón¥ je aº na fázový £len úm¥rné Fourierov¥ transformaci pole t¥sn¥ za stínítkem.

Realizace Fourierovy transformace £o£kou
Rovinné vlny (komponenty vzniklé p°i difrakci na transparentu) které utvá°ejí vlnu, mohou být
separovány také pomocí £o£ky. Tenká sférická spojka transformuje rovinou vlnu na paraboloidní
vlnu (tzv. kvadratický fázový korektor) sfokuzovanou do bodu v ohniskové rovin¥ £o£ky. P°i
získávání Fourierovy transformace v kone£nu musí kvadratický fázový £len £o£ky vºdy eliminovat
kvadratický difrak£ní £len se stejným polom¥rem kulové vlny. Stejný polom¥r je zaji²t¥n tím, ºe
je pole registrováno v míst¥ konvergence kulové vlny.

Jak jiº bylo poznamenáno, tak v p°ípad¥ systému, kdy je pouºita kolimovaná vlny, se fou-
rierovská rovina nachází v ohniskové rovin¥ £o£ky a difrak£ní vzdálenost odpovídá polom¥ru
konvergentní vlny.

V p°ípad¥, kdy nasv¥tlíme systém divergentní kulovou vlnou jejíº bodový zdroj se nachází
na optické ose p°ed £o£kou v p°edm¥tovém prostoru ve vzdálenosti del²í neº ohnisko (proto
aby vlna za £o£kou konvergovala), pak bude místo bodu konvergence vlny leºet v míst¥ obrazu
bodového zdroje a v tomto míst¥ se bude téº nacházet fourierovská rovina. Hledané pole v p°ípad¥
transparentu v kontaktu s £o£kou bude mít tvar

aF (x, y) =
ia1

λd
exp

[
−i

k

2d
(x2 + y2)

]
T (

x

λd
,

y

λd
), (5)

kde d je vzdálenost mezi transparentem a místem konvergence kulové vlny.
�o£kou tedy dokáºeme realizovat Fourierovu transformaci v kone£nu a uplat¬uje se p°i tom

pouze Fresnelova aproximace. Bez £o£ky lze Fourierovu transformaci získat jen ve Fraunhoferov¥
aproximaci, která vyºaduje spln¥ní p°ísn¥j²ích podmínek (omezenost objektu).

Fourierovská difrakce
V úloze Základního praktika byla studována difrakce na jednoduchých omezených geometrických
útvarech jak v blízké tak zejména ve vzdálené zón¥, kde difrak£ní pole je úm¥rné Fourierov¥ trans-
formaci pole t¥sn¥ za transparentem. Z vlastností Fourierovy transformace plynou pro difrakci
n¥které dal²í zajímavé vlastnosti.

Difrakce na hranách mnohoúhelníka
Pro difrakci na hranách mnohoúhelníka má praktický význam Abbeova v¥ta: Difrak£ní obrazec
apertury obsahující p°ímkový úsek má ve vzdáleném poli vºdy sv¥telný pruh ve sm¥ru kolmém
na tento p°ímkový úsek. Pomocí této v¥ty lze snadno ur£it po£et p°ímkových úsek· v objektu,
p°i£emº nezáleºí na délce t¥chto úsek·.
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St°edová symetrie intenzitního difrak£ního obrazce
Pomocí tzv. Fridelovy v¥ty lze ukázat, ºe kvadrát modulu Fourierovy transformace je st°edov¥
symetrická funkce. Optická intenzita sv¥tla, kterou jsme schopni detekovat, je úm¥rná kvadrátu
modulu pole. Pokud toto pole je úm¥rné tvaru Fourierovy transformace pole t¥sn¥ za stínítkem
tak platí, ºe i zcela nesymetrická funkce ve vstupní rovin¥ stínítka se v intenzitním obrazci ve
výstupní rovin¥ zesymetri£tí. (Nápadné je to zejména u objekt· bez st°edové symetrie, kde ke
kaºdému prvku, který tvo°í objekt, vzniká komplexn¥ sdruºený obraz.)

Difrak£ní obrazec opakujícího se motivu
Fourierova transformace opakujících se motiv· (vzájemn¥ posunutých) dává stejnou amplitudu,
ale r·zné fázové p°ísp¥vky. V p°ípad¥ periodického uspo°ádání opakujících se motiv· dochází
ke konstruktivnímu nebo destruktivnímu na£ítání p°ísp¥vk·, coº vede v ur£itých místech ke
vzniku difrak£ních maxim. Tuto zákonitost lze uplatnit i opa£n¥: Jestliºe difrak£ní obrazec soboru
opakujícíh se elementárních útvar· je hladký a má tvar elementárního útvaru, jsou jednotlivé
útvary v souboru stejné a jsou rozmíst¥ny zcela náhodn¥.

2 Zadání úlohy
Cíle
Realizace Fourierovy transformace pomocí £o£ky a vyhodnocování fourierovské difrakce na r·z-
ných objektech. Pouºití optického modulátoru jako amplitudového transparentu °ízeného po£í-
ta£em pro vytvá°ení difraktivních struktur.

Pom·cky
Zdroj zá°ení (He-Ne laser, λ = 632, 8nm), spojná £o£ka, prostorový �ltr, difrak£ní objekty,
optický modulátor °ízený po£íta£em, λ/2 desti£ka, m¥°ítko, stínítko, drºá£ky, stojánky, pomocná
optika a optická lavice.

Postup m¥°ení
1. Sestavte optické schéma pro realizaci Fourierovy transformace v kone£nu pomocí diver-

gentní vlny a spojné £o£ky tak, aby se fourierovská rovina nacházela na stínítku ve vhodné
vzdálenosti. Divergentní kulovou vlnu vytvo°te pomocí prostorového �ltru.

2. Vyjasn¥te si m¥°ítko vzhledem k poloze transparentu a uv¥domte si moºná omezení, které
jednotlivé polohy mohou zp·sobovat (apertury p°enosového systému omezují rozsah p°e-
ná²ených prostorových frekvencí).

3. Ur£ete m¥°ítko transformace (poloha prostorové frekvence na stínítku vzhledem ke vzdá-
lenosti od objektu). Prove¤te výpo£et ²í°ky jednoduchého obrazce (²t¥rbiny) z rozloºení
prostorových frekvencí na stínítku.

4. Pozorujte difrak£ní pole r·zných objekt· (mnohoúhelník, hv¥zda, objekty st°edov¥ nesy-
metrické, objekty s opakujícími se motivy) a ukaºte souvislost s vlastnostmi Fourierovy
transformace.

5. Ur£ete periodu pixel· optického modulátoru.

6. Sestavte optické schéma s po£íta£em °ízeným optickým modulátorem jako transparentem.
Polarizaci sv¥tla nastavte pomocí λ/2 desti£ky tak, aby p°i £erné barv¥ neprocházelo mo-
dulátorem sv¥tlo.
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7. Pomocí poskytnutého programu si navrhn¥te objekty (£ernobílé dvouúrov¬ové obrázky v
rozli²ení 800x600 pixel·), na kterých budete demonstrovat optickou Fourierovu transfor-
maci. Obrázky zobrazte na modulátor a pozorujte fourierovskou difrakci.

3 Poºadované výsledky
1. Nakreslete a popi²te pouºité schéma pro realizaci optické Fourierovské transformace.

2. Uve¤te vámi zvolené m¥°ítko transformace a výpo£et ²í°ky ²t¥rbiny z rozloºení prostoro-
vých frekvencí na stínítku.

3. Ur£ete velikost periody pixel· optického modulátoru v obou sm¥rech.

4. Vysv¥tlete rozdíly ve spektrech stejných difrak£ních objekt· vytvo°ených klasicky jako
otvor ve stínítku a pomocí optického modulátoru.
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